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О РАЗЛОЖЕНТИ МНОГОЧЛЕНОВЪ НА МНОЖИТЕЛЕЙ. 


Въ этой стать показаны обшие способы отысканзя рашональныхъ 
множителей пфлыхъ многочленовь съ соизмфримыми коэфхишентами. 

Подъ „раплональнымъ множителемъ“ разумфется цлый многочленъ 
съ рашональными коэфФищентами. 

Разсематриваемые здЪсь способы, по своей сложности, имфютЪъ, въ 
большинетвЪ случаевъ*), мало практическаго значеня; главный инте- 
ресъ ихь теоретическ!й: разложене мноючлена на множителей сводится 
ко опредъленному и конечному ряду дъйствй **). 





Разложен!е на множители многочлена, содержащаго одну букву Х. 


Упрощене вопроса. 


1. Вопросъ о разложени на множителей многочлена съ соизмфри- 
мыми коэффищентами сводится къ вопросу о разложени на множителей 
многочлена съ цзлыми коэфФишентами. такъ какъ обиай знаменатель 
воБхъ коэфФищентовъ можетъ быть отнесенъ къ множителю, не содер- 
жащему буквы х. 

2. Вопросъ о разложенши на множителей многочлена съ цфлыми 
коэФффищентами сводится къ вопросу о разложен!и на множителей много- 
члена съ цфлыми же коэххишентами, у котораго коэфххищентъ при вы- 
ешей степени х равенъ 1. г 





*) ВездЪ, гдЪ возможно, мы приводимъ теоремы, облегчаюпия и. 
сторону. ©&@уУ 
**) При составлен этой статьи авторъ пользовался собующиму бозпновйями: 
1) беггеё. Соцгз ФА1веЪге зирбмеите. 4 вот. 1877 и 
2) Сохоцки. Высшая алгебра. Часть Т. 1882 г. е\ 
3) Вашенко- Захарченко. Алгебраически 4 \. 
4) ае Гопдсратрз. АЛеёБте. 1883 г. У 
5) Селивановь. Теорля алгебрапческаго О авненио. 1885 г. 
6) Селивановь. Объ уравненяхъ 5-ой степени. 1889 г. 
7) Сомовь. Теорйя опредфленныхъ алгебраическихъ уравнен!й высшихъ 
степеней. 1838 г. и др. 


Пусть: 
С М=А_”--А 2” 1--......-РАь. 


Введемъ новую перемзнвую у, опредЪляемую условемъ: 


А 


о #! 


Тогда: 
т ны сея 
М "НА" А, Ау" ани, те 'А»). 


ЗдЪсь у многочлена, стоящаго въ скобкахъ, коэвФхищентъ при стар- 
шей степени у равенъ 1, веъ же остальные коэфФишенты суть числа 
пЪлыя. 

Впредь будеть веегда предполагаться, что разлагаемый на множи- 
телей многочленъ М, приведенъ именно къ такой ФормЪ, т. е. 


М." Ад" А"... РА,, 


гдЪ вс А суть числа цълыя. 


Одно общее свойство разложения. 


Теорема Гаусса*). Если М. разложень на рашональныхь множите- 
лей, то коэффишенты иль вседа можно сдълалть цълыми числами. 
Пусть 


|.— АВ 


Приведемъ въ каждомъ изъ множителей всЪ коэффхищенты къ общему 
знаменателю и положимъ, что: 
ъ › 
| 1 


=. | Е И В== $ 


1 

Пусть, кромЪ того, а означаетъ одного изъ проетыхъ множителей 
знаменателя 0. По отношен1ю къ этому множителю члены числителя Рмо- 
гутъ быть раздфлены на 2 категорйи: члены одной категорли дЪлят на 
а, а другой—нЪ®тъ. Обозначимъ черезъ 57 совокупность членов Одвля- 
щихся на @ и черезъ Т совокупность членовъ, не дЪлящихся о огда: 


Р—а=-Т. Ра 


и, подобнымъ же образомъ: < 
$ 3 у 
— 


Р.=6,я--Т.. 


4% 





ыы нба агИпшейсае, 842 и Селиванова „Объ уравнен1яхъ 5-ой 
степени“. 
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Слфдовательно: 


РР. ВВ НСТ, Е ВТда-ТТЬ, 
а 60, 





= 


Такъ какъ коэффищенты М,—цЪлые, то изъ поелфдняго равенства, 
слЪдуетъ, что ТТ, дълитея ва 9. 

Чтобы это было возможно, надо допустить, что Т или Т, равно 
нулю. Первое невозможно, такъ какъ дробь т предполагается не сокра- 


тимой. СлЪдовательно: 
=) 


и поэтому: 
ЗИ 


Отсюда выходить такое заключене: всяюй первоначальный множи- 
тель, входяцИй въ составъ общаго знаменателя одного изъ производи- 
телей А п В, входить въ составъ числителя другого производителя. 

Сльдовательно, посл веъзхъ сокращенй коэффищенты обоихъ мно- 
жителей сдфлаются цЪлыми. 

Слльдсетве 1-0е. Коэффииленть при старшей степени х у каждало 
множителя М, можно считать равнымь 1. 

Олъдетве 2-0е Если одинь изъ множителей М, имъеть цълые коэф- 
фищенты, то коэффициенты друюлю множителя суть также числа, цълыя. 


Отыскане множителей 1-ой степени. 


Во множители первой степени, по предыдущему, имЪфютЪъ видъ 
х— а, ГВ а цълое число. Поэтому отыскане ихъ сводится къ отыскан!ю а. 
Такъ какъ, по теоремв Безу*), а должно быть корнемъ уравнен!я: 


Ми 


то вопросъ приводится къ отыскан!ю пзлыхъ корней посл дняго уравнения. 
Если нЪтъ средствъ ршить уравнене въ радикалахъ, то для оты- 
скан1я множителей вида х—4@ или, говоря иначе, цфлыхъ корней у 
нен!я, можно воспользоваться слъдующей теоремой. Р 
Теорема. Для тою чтобы М, дьълилея на х—4а**) недо и 
досталточно, чтобы частныя: 5$ 


И ее: ОКА А О А 
о, 4=—— ыы а = раз ыовиа . Зе Е. 
< 





г - - 
*) ЗдЪеь предполагаются извЪстными сл$дуюцщия зови: 
1. Если М.=0, то М, дЪлитея на 2—4. 


2. Если М, дБлится на х—а, то М.=0. 
**) Надо помнить, что а—цфлое число. 
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‘равнялись цълымь числамь и, сверхь тою, чтобы послъднее частное было 
равно — 1. 

Необходимость этихъ услов!й есть слёдетв!е теоремы Гаусса. такъ 
какъ всЪ вышеваписанныя частныя суть коэфФишенты (съ обратными 
знаками) частнаго отъ дБленя М, на 2—9 (при расположени дЪлимаго 
ий длителя по возрастающимъ степенямъ буквы 2). 

4» должно быть равно единиц, потому что коэфФхищентъ послдняго 
члена частнаго, при дЪлени безъ остатка, равенъ коэффишенту послд- 
няго члена дЪфлимаго, дБленному на коэффищентъ послфдняго члена, 
дълителя. 

Изложенныя условая достаточны, потому что изъ поелфдняго, по 
ВВ: ЧН... ихъ значенями, получается: 


М. ==0. 





9, 


Схема дъйствя. На основанши предыдущей теоремы для отыскан1я 
цфлыхъ значенй а надо найти всёхъ дЪлителей постояннаго члена въ 
М, и испытывать ИХЪ, составляя частныя: 


45, 43 зоо оо зоо 


Дъйстве обыкновенно располагаютъ такъ: выписываютъ въ одну 
строку коэххищентовъ даннаго многочлена и послфдн!й изъ нихъ дБ- 
лять на @, при чемъ частное съ обратнымъ знакомъ р подъ 
дълямымъ: 


. — р 
| 
Затфмъ къ предпослфднему коэфФищенту прибавляютъ частное и 
результатъ дфлятъ на @; новое частное съ измвненнымъ знакомъ подпи- 
сываютъ подъ новымъ дзлимымъ и т. д. : 
Такимъ образомъ одновременно съ испытан1емъ получаютъ коэФ- 
Фищентовъ частнаго, къ которому можно примЪнить тоть же способъ 


для слфдующаго дЪлителя. 


Замфчаня, облегчающия отыскане множителей вида. х— 9. 


А 
1. Если М, имЪетъ множителя 7—9, то чаетныя: о 
е. У 
м м_ Я 
Е Е. © У 
а_1? ГЕ Ц . 
суть пфлыя числа. <” 
Это непосредственно слдуетъ изъ тождества о 
ра ЕЕ 


въ которое вмЪсто х надо подставигь послфдовательно 1 и —1. 
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2. Замъчане Гаусса. Если ни одно изъ чиселъ: 


М М М 


р 0} =4 


не.дфлится на 3, то М, не имфетъ множителей вида 7—9. 
Дъйствительно, изъ тождества (1) слБдуеть: 


—М,=(4—1 у, 
— М, ==20,. 
=(я-1 т. 


Такъ какъ одно изъ чиселъ: 9—1, 4, а--1 непремЪнно дЪлится на 
3, то то же относится къ одному изъ чисель: М,, М, и М _.. 

Сльдовательно, если эта дфлимость не иметь мЪста, то М, не 
дълитея на 1—4 

3. Правило Ларанжа. Если М, имъетъ множителя х— 9, въ кото 
ромъ @ цзлое положительное число, то: 


х а 
я<1-РиХ, 

гдв (—М№) наименьший изъ отрицательныхъ коэфоищентовъь въ М,, аг 
указатель перваго отрипательнаго коэффитента въ томъ же многочлен%. 
(Многочленъ предполагается расположеннымъ по убывающимъ степенямъ 
и счеть коэФфишентовь ведется слфва на право). 

Чтобы доказать правило Лагранжа, достаточно убЪдиться, что при 
значеняхъ 1х, удовлетворяющихъ неравенству: 


#>1-|- УХ 


М, не равенъ нулю. 
И дьйствительно, при всякомъ положительномъ значени 2: 








ее М „п--г--1 1 
М>" — Мал" --........ЕФа” и о ее 
—^ + Ци- Ц О- МЕХ 
ат г 
Послёднее выраженте будетъ положительнымъ, если 2 <@УЖучи 
больше 1, удовлетворяетъ условю: е © 
(ОМ, к 
а какъ, по предположеню: Е _ 
я>я—1>0 . 55% 
Вх 


то послфднее требовавле будетъ удовлетворено при: 


(#--1)>М 
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ИЛИ при: 


вы ИХ. 


ОлЪъдовательно, при всЪхъ значеняхъ, равныхъ или большихъ 
. 


1+ ИУ, многочленъ равенъ положительному числу и потому: 
+ 
а<1-НИМ. 
Е 


Число 11 У \ называется высшимь предъломь положительныхь 
корней уравневя М,—= 

Если М, дЪлитея на х—9, гдЪ @ отрицательное число, то отрица- 
тельное число (--А), удовлетворяющее неравенству: 


а>—А, 


найдется, если примзнимъ предыдушия разсужденйя къ многочлену М. 
Найденное такимъ образомъ число называется высшимь предъломь отри- 
цательныхь корней. Знан1е предъловъ корней полезно въ томъ отношении, 
что уменьшается чиело испытанй: надо испытывать только тъхъ дЪли- 
телей, которые заключаются между найденными предзлами. 
Примтрь: 
М,=2>— 34%1--29%?--2125--300. 


ПредЪлы корней могутъ быть иногда найдены и помимо правила, 
Лагранжа, болЪе простыми пр1емами. Въ данномъ случаз можно употре- 
бить такое преобразование: 


Е 





3) (2942-|{-212%5—300). 


Легко видЪть, что первое скобечное выражене будетъ положитель- 
нымЪъ при: 


#> УЗ4, 
слЪдовательно, напримЪръ, при: 
=, 


а какъ то же относится и ко второму скобочному выражен!ю, тва 
выспий предЪль положительныхъ корней можно принять 6. 








ще) 
Подобнымъ же образомъ легко убЪдиться, что выспий Атредълъ 
отрицательныхъ корней равенъ (- 6). «© 
СлЬдовательно нужно подвергнуть испытанию только 2 дълите- 
лей поесльдняго члена, которые в ВЪ предъла би (—6). 
Эти дълители суть: 1, --2, 3, 4, +5. © 
Такъ какъ:  _ 
ги хх 
М, =—92, 5 
М_.=—450, 


то {1 и —1 не суть корни. 
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Такъ какъ: 








М М, М, М, 
8—1? —2—1? 4-1? ' —5-1 
не суть цвлыя числа, то, на основани замфчан!я 1-го, числа 8, —2, 
+4, —5 не могутъ быть корнями. 
Остается подвергнуть испытанию числа Ро —8, 5, что и сдЪ 
лано въ слБдующей таблицЪ: . 
И 0 | —34 | 29| 1212 | —300 
| | 
о воннек В 150° |298 
| о 55 


| о о И 
5 не есть корень, потому что: 


1-5 


не равно цзлому числу. 
Олвдовательно: 
М,—=(х - 2){4-|- 3) (2 +х—25) 


Замъчане. Если М, имъеть множителя (2—94)*, то А, двлится на 
&, А, дВлится на 1, А,„_, длится на 0—2 ит. д. 
Пусть: 


о (9 
гдЪ 9,, частное отъ дБленя М, на (5—9), выражается такъ: 
бя" Ва Ват... Вь - д. 


Развертывая (х—9)* по биному Ньютона, получимъ: 


(х— «== Сад —1- С, *-|-......... -ЕСых, У 


гдЪ С,. С,, С....... суть цвлыя положительныя или отрицательнь сла. 
м найденными выраженями дая (2—9) и 0, и. равнивая 
коэфФишенты при одинаковыхъ степеняхъ х въ тождествЪ 4.) лучимъ: 


небо у 
©° 


А, ОВ, „ЕВ и У 


|. |. ` А — 
Ан неее Вя А-В, Сь ай че В, 39% 1 
Й РД. 


Изъ этихъ равенствъ вытекаетъ справедливость утвержденя. 
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Теор!я равныхъ множителей. 


Хотя помощью вышеизложеннаго способа можно отыскать всфхъ 
соизму$римыхъ множителей 1-ой степени, однако равные множители, 
какъ первой такъ и выешихъ степеней, могутъ быть найдены пр1емами 
болЪе простыми *). 

Въ дальнфйшемъ намъ понадобится хормула, выражающая разложе- 
не даннаго многочлена по степенямъ у—9, гдЪ @ произвольное число, — 
поэтому выведемъ эту Формулу. 


Формула Тайлора (частный видъ). 


Въ многочленв М, замфнимъ х черезъ 9-- (2—9); тогда получимъ: 


—=[а--(2—4)]”-РА[а-- (2—9) '-..........РА,. 


Выполнивъ во второй части возвышения въ степень по биному 
Ньютона (принимая 2—9 за одинъ членъ) и расположивъ результатъ по 
степенямъ 1—9, найдемъ: 


м’, т. а М 
= М, | (2—2) (а-а-"--........ Не-а 





(1) 


т! 


Здъеь приняты слдуюция обозначеня: 


*) Лля пониман!я этого отдФла требуется знаве слфдующихъ истинъ: 
Число корней всякаго алгебр. уравнен1я равно показателю его степени. 
Если корни уравнев1я 


М —=0 ‘суть: 1.2 о 
то 
М,=(х—х,)(2—х,) (2—х,) А 
т о ых в) «5 
8 
7 
Это разложене многочлена на линейныхь множителей--единственнову т. е. 
другихъ такихъ разложенй не существуеть. ©. @л 
Ве эти теоремы суть слБдетвйя одной: всякое тебе уравнен!е 


имфеть, по крайней мЪрЪ, одинъ корень. 

у Теорема эта трудно поддается точному элементарному излож Жю и потому въ 

начальныхъ учебникахъ (и даже во французскихъ опещально ибтом тическихъ клас- 

сахъ) приводится обыкновенно въ формЪ постулата. В @’изъ нея вышеупо- 

мянутыхъ слфдствый можно найти въ каждомъ боле или ‘мене полномъ элементар 

номъ учебник алгебры. (См. напр. Алгебра Бертрана въ перевод Билибина). 
Впрочемь отдфлъ этоть, какъ представляющий самостоятельное цфлое, можеть 

быть пропущенъ безь ущерба для пониманя дальнфйшаго. 


М'.—па"—1-(п—1)А,-2-|......... НРА, 
М" ==и(и— 1)" (п—1)(п—2) А.” ... Е А, 
М” —и(и"—1)(и—2 а" --(и—1)(п—2)(и— А ты Е м -+-2.ЗА +. 





М —и(ип—1)("—2).........Лж 


Очевидно, что М’, М", М"” суть соотвзтетвенныя значен1я сл5дую- 
шихъ многочленовъ, при #=1: 


М',—их"—1--(п--1) Ах" 2-..,.,... РА 





М", —и(и—1) "(и —0(и—2) А,” -3-........ --2А,_, 
М"'—=и(п—1)("—2) 2" --(и—1)(п—2)(и-—-З)А,="-*-........ --2.ЗА,„_, 
ит: д. 


М’. называется яервымь производнымь многочленомъ отъ даннаго, 
М", —вторымь и т. д. 

Первый производный многочленъ составляется изъ даннаго по такому 
закону: коэффищентъ каждаго члена даннаго многочлена умножается на 
показателя буквы х въ томъ же член, вез показатели у х уменьшаются 
на 1, и членъ, не содержапий х, отбрасывается. 

По такому же закону составляется второй производный многочленъ 
изъ перваго, третй— изъ второго и т. д. Производный многочленъ 7-го 
порядка есть постоянное число. 

ЗамЪтимъ еще, что Формула (1), будучи примнена къ многочле- 
намъ М’,, М", ит. д., доставить селвдуюция тождества: 











| М", М", й М), 
М —Ма | (х 2) 1! 4 (2 #)— 21 - НОО, —@—э)" ОНР 
"М" м”, м" я а м. 
ММ Неа) р На рен ВС 
И. 


Теоремы о равныхъ множителяхъ. 


Изъ Формуль: 


М' м 
(1) в Е м 








М \_ 
" 1 г х и 
(2) ереси т (2—2)? 5 - ОИ ти 


527$ 
м": м 5\С р М), 
(3) Мм" еп) = +... Не-а) и 


вытекають слдующя р р 
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1. Если М, содержитъ множителя (2—9)*, то 


М. =0 М’=0.........М@-0 0. 


Это вытекаетъ изъ Формулы (1). 

Обратное заключене очевидно справедливо. 

2. Если М, содержитъ множителя (5—9), то М’, содержитъ его въ 
степени (#—1), М",—въ степени (#—2) ит. д. *). 

Это слвдуеть изъ Формуль (2), (3) ит. д. 

Множители первой степени, принадлежание М,, вовсе не входятъ 
въ М'». 

Замючане. Если М, имъетъ множителя Х^, гдЪ Х многочленъ ка- 
кой угодно степени, то М’, имБетъь множителя Х*-1, потому что 


ХЕ (= "бе... 5.) 
гдЪ В,, В и пр. суть корни уравненя: 
Х==0: 


3. Если М, не имветъ кратныхъ множителей, то общай наибольший 
дълитель М, и М’, равенъ 1; если же въ М, входять множителями: 





(2—4,)", (2—0), (я 


ао и 
то общай наибольиий дЪлитель М, и М’, равенъ: 


(2— а)" Че -а Ча... 


Разыскане равныхъ множителей. 


Обозначимъ произведен1е одиночныхъ множителей М, черезъь Р., 
произведенше двойныхъ—черезь Р,, тройныхь— Ви: д. 

Пусть, сверхъ того, О, обозначаетъ общаго *наибольшаго дБлителя 
между М, и М’, Г, —общаго наибольшаго дЪлителя между Ш, и ‚его 
производнымъ многочленомь ПО’, ПО, общаго наибольшаго либези 





между О, и 0, ит. д. < 
И ке 
*),Обратныя заключен!я вообще не справедливы: если, на © М’, со- 

держить множителя (#—а)\, то нельзя сказать а М, содержить 


(1—2) 11, потому что Ма можеть быть не равно нулю ка, вовсе не содер- 
жить множителя х—а. Можно сдфлать только такое заключёе: еели М’, содержить 
множителя (2—)", то М, или вовсе не содержить множителя 2—а, или содержить 
его въ степени (#-1). 
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Тогда: 
М,—=Р.Р,?Р............ Ри, (1) 
р. Вт, (2) 
р. = „„Ри-? (3) 
ПО» - ЕВ 


гдз первыя части извЪетны. 
Раздълимъ почленно первое раценоь о на второе. второе на третье 


ит. д., получимъ: 








М, у 
Б-Р... РЕВ, 
Ь 
р Р.Р... 
Эн. 

В И: НИ 


9, 
6, 





Е. 


Такимъ образомъ найдемъ произведение одиночныхъ множителей, 


произведен1е двойныхъ множителей, тройныхъ и т. д. 
Подставивъ ихъ въ (1). получимъ разложене для М,. Далфе оста- 


нетея только разложить на множители Р., Р,, Р, ит. д. 
Замътимъ, что Р,, Р,... суть многочлены съ цфлыми коэфФищен- 


тами, что непосредственно слЪдуетъь изъ процесса ихъ нахожден!я. & | 
6% у 


Примърь: 
М,—=х!?--1621'-|-36х'-- 86° | 1213--13241-- 488—144 °— 82 ло | 
+ 39444 812-243. © 
У 
2, =28--6°--2144-- 38ж"-{ 512?--36х--21. «® 
О, ==л*-452--10?-- 62-9. © 
О, =?--25-3. АО 
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2: =1: Г 


НИНЕ 
9, —28-|-25-|-324--323—3х*—З-Р9. 
9.—= 22-23. 
9,—22-|-25--3; — 9,— 21-25-13. 


р 
у=а*—8а-3==Р.. 


2 


р, 
Е 
-1-Р.. 


возр 9=Р.. 
о, 


СлЪдовательно: 
М,=:(2*—32--3)(х°- 2-3). 


Легко убЪдиться, что выражен1я, стояпия въ скобкахъ не разла- 
гаются на рацюональныхъ множителей. 

Замъчаще. Изъ предыдущаго вытекаеть слфдующее заключене: 
если мноючлень М,, третьей или пятой степени, не имъеть чълылть 
корней, то онь не имтеть и равныхь корней. Дъйствительно, напримъръ, 
въ случаЪ многочлена 5-ой степени изъ гипотезы: 


М:— 4—1) 1(х—3 )? 








слфдуетъ, что Р,—=2—4 и Р.—=х—}8, а, по предыдущему Р, иР, суть 
многочлены съ цвлыми коэффишентами; гипотеза: 


М,—(х—@)*(#—В){2—у) 


предполагаеть существоване цфлаго корня—\ ит. д. 
(Окончаше слъдуеть). 
М. Попруженко (Оренбургъ). „© 
Ру (Оренбурть). 5, 


и 
Е ох 


ей 
НОВЫЙ СПОСОБЪ ИЗВЛЕЧЕНТЯ КОРНЕ 





э 
какой угодно етенени хе 
+ | . \ 
о 
© 


1. Въ стать моей „Средшя величины, ари метическая, геометри- 
ческая и гармоническая“, помёщенной въ „Взстникф Оп. Физ. и Элем. 
Матем.“ №№ 18 и 79 за 1889 годъ, я показалъ, какЪ можно посредствомъ 
комбинации ариеметической и гармонической средней находить геометри- 
ческую среднюю изъ двухъ данныхъ чисель. А такъ какъ геометриче- 


ская средняя изъ двухъ чиеелъь есть квадратный корень изъ ихъ про- 
изведеня, то отсюда получилась возможность находить квадратные 
корни посредетвомъ составлешя ряда ариеметическихъ и гармоническихъ 
среднихъ, вычиеслене которыхъ требуетъ только ДЪйств! сложеншя и 
двлен1я. Тв-же разсуждешя, которыя привели меня тогда къ способу 
отыскан!я квадралнаго корня чиселъ, будучи н3»сколько обобщены, даютъ 
новый способъ для вычиесленя корней какой угодно степени, посред- 
ствомъ комбинации нЪеколькихъ среднихъ. И въ самомъ д5л6, какъ я 
покажу въ настоящей стать, можно комбинировать н%Ъкоторыя ереднйя 
величины такъ, чтобы получать въ результат безконечнаго чиела послЪ- 
довательныхь вычислен1й этихъ ереднихь геометрическую среднюю изъ 
какого угодно числа чиселъ. А такъ какъ геометрическая средняя изъ и 
чисель есть корень 7-ой степени изъ произведеня этихъ чиселъ, то 
такимъ образомъ получается своеобразный способъ нахожденя, съ какою 
угодно степенью точности, корней изъ заданныхъ чисель. 

Раземотримъ сперва для простоты первое обобщеве указан- 
наго способа—нахожденте кубическаго корня какъ геометрической сред- 
ней изъ трехъ какихъ нибудь множителей заданнаго числа. 


Пусть намъ задано три числа @, 6, с, при чемъ 


а>0>с. 


Случай а=6—=с мы можемъ исключить изъ разсмотрфнйя, такъ какъ 
тогда намъ нечего искать кубическаго корня изъ даннаго числа—онъ уже 
извЪстенъ и равенъ именно @. Итакъ намъ остаются только случаи 


Я—6 —6 
а 6—2 
азс. 


Составимъ ариеметическую среднюю 4, изъ этихъ трехъ чиселъ, 
т. е. вычиелимъ выражен!е 


а. =1/,(а--6 с). 


Составимъ затЪмъ гармоническую среднюю с, изь тЪхъ-же трехъ 
чиселъ, т. е. вычислимъ обратную величину ариеметической средней изъ 
обратныхъ величинъ заданныхъ трехъ чиселъ, 

х 
У 
Гри “<. 
Е [3 и © 
1 . < 
откуда 
Забс 


фе еа-раь` о 3 


Наконець составимъ еще третье выражеше, зборо» будемь на- 
зывать для краткости ‚парною среднею“, а именно 
_ фе еа-Нав 
ас ° 
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3. Убьдимся теперь, что 
и 
Въ самомъ дЪлЪЬ имъемъ 


и —в = (ао) — Ной 








а-Но-е 
=1/.. РЕ {4 02-е фе сааб} 
а, (6-Е ея) Ца? 
ВАЙ а о--с : 
а это есть величина существенно положительная. Итакъ 
а, >81. 
Точно такъ-же найдемъ 
О. а аы За/с 
оо абс  феоа-аь 


1 1 
ао ‘бе РРР 
_ (ва —а6) + (96—06 )*-|- с — са)? 

2(а-Но--е)(ве-- сари) — 


а это опять величина существенно положительная. Итакъ 





ии а’бе — а —а6с? } 





и 
А слЪдовательно 
5 
а >, > 


что и требовалось доказаль. 


Покажемъ еще, что 
а>а, с<с.. < 


12$) 
Въ самомъ дл имъемъ «5 
аа ока ааа. у 


И точно также 





с" 
ом 9% _ 25 
бе сааб” аб-раь--аь ЗУ 


Итакъ полученныя новыя три числа @, 6, с,, заключены въ 
болЪе тзеныхъ предфлахъ, чБмъ три заданныя числа: разность между 


5 


крайними числами аи с, меньше, чёмъ между крайними заданными 
числами @ и с. 


4. Изъ этихъ трехъ чисель @,. 6,,с,, можемъ получить такимъ-же 
точно образомъ три новыя чиела @,, 6,, с,, вычисляя ихъ но хормуламъ 


а, (4-Н Ес) 


ра Ве е:а, Ра, 
р ао, 


За. 6. с 
в. — Я Бы 


у : 
ее, раб, 
При этомъ опять окажется 
а, >>, 


@ >а. 1—6 








т. е. новыя числа, расположенныя по величин въ томъ-же порядкЪ. 


какъ и первоначальныя, будуть заключены опять въ болфе тЪеныхе 
предзлахъ. 


Продолжая то-же дЪйств!е надъ новыми числами далЪе, мы полу 
чимъ послЪдовательно ряды чиселъ 


х . я 
а>а >а, >а......... 
О 16., 0 


деть» * 


еее, 6, -........ 


при чемъ будетъ также всегда, 


а>20>с в >60: 5, #0 -С......... 

Итакъ чиела а, 4, 4....... предетавляютъ убываюний рядь, числа 
С рядъ возраетаюший. При этомъ числа а всегда и 
чиселъ с. Такимъ образомъ въ предЪлЪ, числа а стрематсея и н - 
рому предЪлу @4со, а числа с,--къ нЪ®которому предълу ссо о 
ЧТО) @зо=629., ‚т.е ато числа а и с стремятся къ одному ит же 
предвлу, который мы назовемъ [. Очевидно, что къ том ре 


будуть стремиться и числа 6, такъ какъ они должны ‘побтоянно оста- 
ваться въ промежуткв между а и с. 


5. Для этого составимъ разности &—с, @/— ты НЕ и дока- 
жемъ, что онз стремятся къ нулю, а не къ кар бо иному числу. 
Итакъ находимъ сперва 


Забс 
(лЕеЗЫЯ] Бе сааб 





аа— с =1|, 


15“ 


Посль нзкоторыхъ простыхъ преобразовав1й отсюда легко полу- 
чается 


а(ф—с)?--Ке—а)* (а)? 


аа—е=-——— —=. 


З(фе--са-Р аб) 


Замняя здЪеь въ числителв меньшия разности большими, можемъ 
написать 
{6-е Ма-о--«а—5)} (а 9) И. 


а.—с,< — {@—с). 


ИР _ Зе са-Раб) е--са- аб 











Но очевидно 
фа— ве< фе са- @ 
т, е. отношеше Ка—с) кь фе--саРаб меньше единицы. Обозначимъ 
Ка—‹) 
Фе сааб 


гдв с будетъ н$зкоторая правильная дробь. Тогда будемъ имЪть оконча- 
тельно 





а—6в,<?/,=(а - с). 
Точно также получится 

а, — с, <? (а, —с,) 

а, —е:< 1/5 (ас, 


и соединяя п такихъ неравенотвъ найдемъ 
— 6 < (2/, "ее... +... (@ — 6). 


Съ увеличешемъ % до безконечности правая часть этого неравен- 
ства очевидно стремится къ нулю, а слфдовательно къ нулю-же сгре- 
мится и разность 4„—с„., что и требовалось доказать. «$ 

6. Убъдимся теперь, что предзль, къ которому стремяте Чета 
@, В, с, есть геометрическая средняя изъ заданныхъ трехъ мис 

о 


Ь, с. Для этого достаточно замътить, что иметь мЪъсто рав а 


а6е=а.6:с,, р) 


а слЪдовательно и 55% 


У 





О-В, —=@, бб... —ве 


Но въ предБль 





та, =Ваб,=Нте, =. 


Итакъ будетъ 


—(0С ВИД, 
ч. т. д. Пусть теперь 
а№с==М 
тогда имъемъ : 
--ИХ 


т. е. рядъ указанныхъ операцй привель насъ къ кубическому корню 
изь числа №. Итакъ мы нашли слвдующее правило для вычиелен1я ку- 
бическаго корня изъ какого нибудь числа. 


1. Если взять три кавя нибудь числа такь, чтобы произведене 
изь было равно заданному числу №, и составить ариеметическую, зармо- 
ническую и парную среднюю изь этихь чисель, залтльмь тъ-же средная 
из» этихь трель среднихь и т. д., то получится три ряда чисель, кото- 
рыя всь стремятся кь предълу, равному кубическому корню изь даннаюо 
числа. 

Конечно всегда легко подобрать три тавя числа, произведене 
которыхъ равно данному числу. Можно напр. взять два числа совер- 
шенно произвольно, а за третье принять частное отъ дЪленя заданнаго 
числа на произведене взятыхъ двухъ произвольных чиселъ. Однако прак- 
тически, для того, чтобы получать по возможности быстро боле точныя 
значеня искомаго кубическаго корня, слБдуетъ стараться выбрать началь- 
ныя чиела а,6, с, по возможности близкими одно къ другому, т. е. близ- 
кими къ искомому значению корня. Чфиъ ближе будутъ первоначальныя 
числа къ результату, твмъ быстрЪе будуть къ нему приближаться ряды 
чиселъ. 

ый. 

8. Примюърь. Найдемъ по указанному способу 2. Точное значене 

это корня есть 


За исходныя числа возьмемъ здЪсь 2, 1, |. Тогда получимъ «У 


а, =. (21-1), я 
е©у 
о _ 
5 и г о 
М ® 
о. 





< 





Какъ и должно быть 


И Реаевы >, 


а также 


Найденныя числа, — лучше всего среднее изъ нихъ 6,—можно уже 
разематривать какъ первое приближене искомаго кубическаго корня. И 
въ самомъ дьлБ напр. 6, =1,250 отличается отъ него только ва 0.01. 
Продолжая составлять средн:я величины далЪе, найдемъ во второмъ 
приближен 


а (“а /во 
а и з-Е . ага "5 =86], 
с,—8.1/з “74. м /е. А 8/5 Е а, 5 5/41 90 аз . 


ЗдЪсь уже напр. 





Ь,—1,259912 


3 
т. е. В, отличаетей уже только на 0,00001 отьъ /2. Въ то же время 
имъемъ 


@,==1!261 6 —1.259 


Въ третьемъ приближенши получаемъ —еели вычислять одно только 


рт „= ‚25992105 


22085087 


т. е. искомое значене кубическаго корня найдено уже съ 8 взрными 
десятичными знаками, 1. А. Клейберь (Спб.) 


(Окончаше слъдуеть). 


ЗАДАЧИ. 


№ 185. Рьшить систему: 


(ж-|-2 (у де 3, 
(аа у 4) 4) 100, & 
(23+ 8)(у:--8)(2--8)=504. | & 
Я. Тепляковь м ь). 
№ 186. Даны двЪ окружности радусовъ В, и *, —_ иияся выфш- 


нимъ образомъ. Называя разстоян1е точки касантя % Ъшней общей 
касательной черезъ 1, показать что 5% 


© 
о 
ие 


с П. Овъшниковь (Троицкъ). 


© 
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№ 1987. Доказать теоремы: если длагонали вписаннаго въ кругъ 
четыреугольника пересекаются подъ прямымъ угломъ, то: 

1) сумма квадратовъ двухъ противоположныхъ сторонъ равна квад- 
рату дламетра круга, 

2) перпендикуляръ, опущенный изъ центра круга на одну изъ 
сторонъ, равенъ половинЪ противолежащей стороны, 

3) средины сторонъ четыреугольника и оеснованя перпендикуля- 
ровъ, опущенныхъ изъ точки пересъченя длагоналей на стороны, распо- 
ложены на одной окружности, центръ которой есть средина прямой, сое- 
диняющей центръ круга съ точкою пересъченя д1агоналей. 

П. Овъьшниковь (Троицкъ). 


№ 188. Даны двЪ прямыя, которыя продолжить въ сторону ветрЪчи 
невозможно. Требуется раздЪлить уголъ между этими прямыми на двъЪ 
части такъ, чтобы одна часть имъла опредзленную величину. 
И. Александровь (Тамбовъ). 


№ 189. Даны двз прямыя, которыя можно продолжать только въ 
ту сторону, въ которой онЪ не встрфчаютея. Требуется раздЪлить уголъ 
между этими прямыми на ® частей такъ, чтобы каждая изъ (и—1) ча- 
стей имфла опредъленную величину. 
И. Александровь ('Тамбовъ). 


№ 190. Даны три прямыя ВА, 5В, ВС, не лежапия въ одной 
плоскости и составляюния углы: 


ДВЫЕя,  / АВВ АО 


Черезъ 5 проведена прямая 5) одинаково наклоненная къ даннымъ. 
ОпредЪлить уголъ, который составляетъь прямая 50 съ каждой изъ дан- 
ныхъ прямыхъ. Н. Николаевь (Пенза). 


су РЪЬШЕНЯ ЗАДАЧЪ. 


№ 238. Изъ трехъ данныхъ точекъ описать три взаимно касаю- 


пияея окружности. > 
Изелвдовать задачу въ отпошенш числа возможныхъ р» итен 5 

расположен1я точекъ. ©? 
Положимъ, что А, В и С данныя точки. ь У 
Соединяемъ эти точки прямыми линями и въ полученны теуголь- 

никъ АВС впишемъ окружность, касающуюся сторонъ ] и СА 


соотвзтетвенно въ точкахъ с, а, 6. Изъ А зачерчивае окружность 
радлусомъ Аб; а такъ какъ, © 


Аф=Ас, АУ 
х 


то эта-же окружность пройдетъ и черезъ с; такимъ-же образомъ изъ В 
проводимъ окружность радусомъ Ва(-=Вс) и изъ С—радлусомъ Са(==©5); 
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начерченныя окружности будутъ взаимно касаться, ибо разстоянйя между 
ихъ нентрами равнаютея суммЪ соотвЪтетвенныхъ радтусовъ: 


АВ=Ас- ев, ВС=Ва-аС и АС=АБ-ОС. 


Задача имъетъ веегда 4 рьшен1я соотвЪтетвенно внутри-вписанной 
въ ЛАВС окружности и тремъ внЪфвписаннымъ. Въ томъ случа, когда 
три данныя точки лежатъ на одной прямой, задача неопредЪленна. 


А. Бобятиински (Барнаулъ), Мясковъ (Слонимъ). Ученики: Вятск. р. уч. (6) 
И. П., Тифл. р. уч. (6) Н. ИП. 


№ 324. Построить треугольникъ такъ, чтобы стороны его были 
параллельны тремъ даннымъ прямымъ и чтобы вершины его находились 
на данной окружности. 

Изъ произвольной точки ‘А, данной окружности О проводимъ хорды 
А.В, и А.С, параллельно двумъ даннымъ прямымъ—ОЕ и КС; изъ дан- 
наго центра О проводимъ окружность касательную къ хордЪ В,С,, за- 
тьмъ проводимъ въ данной окружности хорду ВС параллельную третьей 
данной прямой Н| и касательную къ зачерченной окружности, и нако- 
нець изъ В и С проводимъ прямыя ВА и СА параллельно прямымъ 
В.А, и С.А,. АДЬС п есть искомый, такъ какъ точка А должна лежать 
на данной окружности ( /ВАС— ХВ, А,С, п «ВС=оВ,С,). 


С. Блажко и ИП. Петровь (Москва), В. Михайловь (Харьковъ), А. Бобя- 
зпински (Барнаулъ), А. Яницкй (Клевъ), Я. Эйлеръ (Спб.). Ученики: Тифл. р. уч. 
(7) Н. П., Бурск. г. (7) Т. Ш., Полт. Дух. Сем. (3) С. 3., Кам.-Под. г. (7) 4. Р. 


№ 523. Какъ велика длина секунднаго маятника въ томъ мЪетъ, 
гл маятникъ длиною въ 1 метръ дЪлаеть 239 колебаюмй въ 4 минуты? 
Извъетно, что для маятниковъ неравныхъ длинъ времена колебанй 
прямо пропорцлональны корнямъ квадратнымъь изъ ихъ длинъ. Время 
колебан1я даннаго маятника=*-6°/,., сек., время колебамя искомаго=1 
сек.; длина даннаго маятника=—1 метру, —искомаго=х метр., а потому 


р , ы / 
И 


д 


откуда < > 
—=(*°3/..)?=0,9899 ‘метра. 5 
се 
С. Карновичь и В. Форсель (Воронежъ). Ученики: Чернит. г. ( Г. Курск- 


к. 


(©) 


г. (7) В. Х., Пинск. р. уч. (6) С. Т. \ 
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